




Discharge Coefficient of Broad Crested Weir 
Haruo Y AMABE 
Synopsis Several mathematical Studies have been attempted to calculate a discharge 
coefficient of a broad crested weir by some reseachers. Those investigations follow from the 
assumption that a curvature of a stream line in the spilling flow varies linearly with a 
normal distance from the surface of the weir. The author propose a different procedure to 
calculate a discharge coefficient， which is analogous to K生rm全n・Pohlhausen'smethod in the 
boundary layer problem of flow of viscous fluid; the stream function is assumed to be a 
quadratic polynomial of the normal distance from the surface of the weir. Moreover， a 
distribution of pressure on the surface of the weir is obtained immediately since a 















--~-十一一一= 1 • ηく Oa“ O“' . (1) 
とし上流側の静水面の位置は
η-m . (2) 
とする。































~ csinh x cos y 
ηccosh x sin y 
によって xy面に写して問題を考えてみよう。そうすると E守面上の双曲線壁は xy面上の直線壁
y=一αに写される。但し a，b，cとd との聞は
ccos a a c sin α=b 
、?
?
? ??、 ， 』
?
c > 0 ， 0く αく π/2




(空+竺!)。x2 I ay2 J ー (10) 
一∞ く xく + ∞ α三y三五 -a +z， 
y =-α 7f'=0， 
y=一α+z 7f'=1 ならびに
7f'z2 +れ2= (_ 2/F2) (cosh x sin y十 μ〉・
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と乙 lζFは一種の Froude数であり， μも次のように定義される
F = q/vg示， μ=m/c 0 …..・H ・..………… (14)
勿論，この問題を正確に解く乙とは容易ではない，従って近似解法として Fを yの二次式で表示
してみよう。条件 (11)，(12)をみたすよう指定し，かつc{(x)を未定のパラメーターとせば
7f'=v十c{(x)v (1 - v) ……...・H ・-……・ (15)
と書くととが出来る o ここに vはその変域O~v::;:lを持つ新しい変数でv=(α+y)/αで定義される o
ここでしばらく変数変換 (x，y)→ (u，v) 
u ニ X v = (α+ y)/α . (16) 
が行われたときの諸量の表現をしらべておこう oすなわち，
1Jf' = v + y?(u) v (1 - v) ， w =l/z 
7f'lI = {1 + y?(u) (1 -2v)} w(u) 
1p"z =イ1+ψ(u) (1 -2v)} {wf (u)/w(u)} v +ザ (u)v (1 -v) 
〔孔2)旬==-1 十 (1p"'II)~==-1 二{1十 çc(u)P(w2(u)十 {W'2(U)/W2(U)})
F官官二 w2(u)7J';叫t'
7f'zzニ 7f'uu+旦f_V!' /(~Q ~-vwJ + 刷。u l w(u) • ~ "J 
f (u) _ Jrr 1 f w' (u) 1 2_ a L_ )Tr 1 
十一一/'-:'/ vWu，'IJ + 1一一一一十 一:- 1v W'IJ~ w(~) V'JIu，'IJ -t- t-w(~5~-J v 8v 'JI'lJ  









となるo 又 Fの徴分方程式 (10)についてはそれを縦方向に平均した
jl(長+手)7J" dv = 0 . (19) 
を以て代えよう o 因に v=oは壁面を v=lは自由表面を示すものである o (19)は (17)を用いれ
ば次のようになる口
r _ w/ d / w'¥l 
cofl_ 2 ~~_ ~' - ~ 5 十ドι) +12w2~ ~ l~ w • dx¥w } ，~~.. J 
d (w' ¥ ~ w' 十 3--:J~~- t ~~_ -) +3一一=0 ， w=l/z 口 ……………… (20) 
QX¥W /可V
(18)， (2的は二つの未知量 z(x)，~(x) についての常徴分方程式で，これらに対する境界条件と
しては ψについては
x 土∞ co= 0 
)zzについては上流側水面は静水面に漸近するというとと
x =-∞ cosh x sin (一 α十 z)→ -μ . (21) 
が妥当な条件であろう口 (21)は (2)の xy面での表現である。
連立常徴分方程式(18)，(20)は容易に解くことが出来ないから適当な近似を進めてゆきたい。
さて (18)を書き改めれば
e {(1 -co)2 (1 + Z/2) -1} = f(x， z，μ) - e 、?????っ ???
f(x，z，μ)三ーが (μ 十 coshx sin ( -α 十 z)}・
{cosh2 X cos2 (ー α+z) + sinh2 x sin2 (-α 十 z)}
e三 F2/2 . (23) 
通常eは微少な量であるから第零次近似として (22)の右辺に比し左辺を小さいとして無視すれば
o = f(x，z，μ) - e ・H ・H ・.....・H ・-… (24) 
が導かれるo これは zの陰関数表示に外ならない (24)で与えられる zは xの二価関数で x=一∞




-32 (e/ポ)exp (4x) + …・・ ・H ・......……-… (25) 
x""""十∞
z=2(下/2i/J玩瓦函{exp(ー 3x/2)+ (μ/sina)exp( -4x/2) 




l:e 0 ，ん=0 
この方程式の根を xニ H，z=Aとすれば， f(x，z，μ〉が x!こ関しては隅関数である所からん=0よ
り直ちにH=Oが得られる0111=0からは
s(-α+A) 
+ . ~~~:~-i-~~~-X-;;;-' - 2 tan (ー α+A)二 O ……………… (27)Aμ+sin(ー α十A)
がえられる。 α=π/3に対するAの表は末尾にのせられている。又 x=H，z=Aは (24)をみたさ
ねばならぬから
ε= f (O，A，μ〉 . (28) 
今μが与えられるならばAは (27)から定まり，従ってこの式から εが決定するD この零次近似で








d = 0/3 
jJ = lJ.5 
2 4 エ
Zoの x=Oの近くでの様子を見やすくするために，べき扱数展開を試みてみよう o
Zo = A + Bx 十 Cx2+ DX3 +・…日………....・H ・-… (29)
j(x，zo，μ)一 ε=0 . (30) 
従って
I(O， A， μ)-e 十 C1/2!){fx~ x2+2f:ezxz+ j二~ Czo -A) 2}+ (1/31) { Ix~xX3十3f:e~ZX2(ZO-A) 
+ 3 1:e~，1 xCzo -A) 十 fz~，1 (zo-A)勺+(1/ 41) {/:e~xxX4十 4Ix~x:X3(zo-A)+6 hxuX2(zo-A)2 
十4fx~ux(zo-A)3+ 1:~n(zo-A)4} +……ニ00
Ix~ は f四 (O， A ， μ〉を Ix~ は l:efS (O， A， μ) を示すものであり.1の性質から
fx~ =h~x = Ix問 =Ix~zz = fx~xlI 0 
である。 Zoのべき級数を上式に代入し辺にくらべると
jー孟 3/~，1 + B2 1，I ~e 、B = -，/、-'~~_N _'. rv ---fs:~-" し一一 61，~ 
D <m 17-0- {/:v~zC +ふ B2C } 2Bβl.l:J;XZ-" I J i&Z --. 
十仰2)Ix~:vz+ 間ん~，1zB2 十仰2) Iz~nB4} 
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のように見出される O こまかにfの式を入れると因に Bは
B2=~. -~.~~~一 α 十 A~ ， +~~，~_ 2 ~--~;.---c:-~ノ r~..)十f1sin(一α+A) ， 2 イ 一一一一 +一~~，~- ~ ~ --~;.---c:-r 一一一一一一一一一一十一-lμ+sin( -α+A)寸 cos(-α+A)J / l， {μ+sin(一α十A)}2' A2 
Bく O 十一一一一ι~-'\ ・ M ・-… (31)
S2( -α十A))




A = (3Y2/COSα)戸+0 (s2) ， ε三五3
同様にして
….. (32) 
μ二一 sin(一 α+A) イーε/A2 cos2 (一 α十 A)}
主主 sinα-A cos αー (sinα/2) A2 
fz~ ~ A2 sin αcos2α fa~ 主主 - 3 A cos3 α ， 
fz~z 主主 2 A sin αcos2α ft~z ~ -6 cos3α ， 
B ;=:; -/3 A t記 a C ~ (2/9) tan α 
J二ふさ (12十 cos2α)sin αA2 ， fzz~z 二三 2 sin αcos2α ， 
五ふさー 36sin αcos α 
がえられるo
以上で零次近似を終り第一近似に進もう o z(x)が既知ならば (20)はq;t乙閣する二階線型常微
分方程式となる o z(x)として ZO(坊を用いvを求めてみよう口数値解法として ψを決定するのは
xの変域を二分し〔今の場合は xミ0，x三五Oが妥当であろう〉それぞれ解を求め両者を接合する方
法であろう O すなわち，非斉次方程式 (20)の非斉次項を落した斉次方程において Ch C2を積分
定数として淳三五Oの領域で境界条件 x=一∞ cp=oをみたす解 C1π(x)を得， x三Oの領域で境界
条件 x=十∞ cp=Oをみたす解 C2町 (x)を得る白次に元の非斉i欠方程式 (20)に於て x三五0の領
域で x=一∞ cp=Oをみたす特殊解的(x)を， x三Oの領域で X二十∞ q;=0をみたす特殊解
仇 (x)を得てこれらを x=Oで接合して
C1 1':1(0) +仇(0)= C2π2(0) +仇(0)
C1πl' (0) = 'P1' (0) = C2π2' (0) + 'P2' (0) 
これから積分定数 Ch C2が定まり，cp(X)は










たc すなわち第3図からもわかる通り z(x)は x=Oの近くで大きく変化し他ではそれ程かわらな
いから z(x)を階段関数




O x .:. 
第 4 図
でおきかえる乙とも許されるであろう O とのようにzをとると ψの方程式は
xくo:ザ一 (12/α2)({J = 0 ・H ・H ・-…………… (35)
x>Oμ-3〆-{(3 sin α/4~) exp (3x)}ψ 十 (9/2)= 0…… (36) 
となり x=一∞ :ψ=0をみたす (35)の解は
xく o ({Jニ C1exp (下/忌x/め
x>O!乙関しては (36)の方程式は変換









乙の方程式の fundamentalsolutions h1(x)， h2(x)は IhK1をそれぞれ第一次変形第一種，第二
種ベヅセノレ関数とすれば
h1 = t I1(t) ， h2 = t K1(の
であり両者の内 x=十∞で零になるのは後者の方であるo
h}， h2を利用し (38)の特殊解を見出してみよう口特殊解を
({J = D1(t) h1十 D2(t)h2 
とおけば，線型常徴分方程式の性質から
Dl'=-h2(-2/.d) ， D1'=h1(-2/A) 
.d = h1 h2' - h2 h1' 
またベヅセノレ関数の性質から .d=-tがえられるから
D1〆=-(2/t勺K1(t) ， D2' = (2/t2)I1(t) 
したがって x=+∞ :ψ=0をみたす解を作れば
ド2C.J~ ω2)K1剛山t)+ f'(1/S2)Il(S)dstKl川 o •••••••••.•• (40) 
U(x)， S(x， y)を




Ko(，:r) -22 K1(.喧 K山) ..~ A~ K1守〉2U(x)=2一て二子~-22 .o. >'~:;~_+224一一品一一2242一一九
x~ xu x~ X'" 
+22426 r咽 K11s)I 一一一一 . (42) 
2S(x，y)=21 lo(s)/s2 I官 +2♂2Iげ11(ωS吋)/角S3Iγv+222.4「九I向)/
kに、 "';8=al "、ノ8=al "、ノ8=























11(s)く 17(s) ， K1(s)く K7(S)
f骨 K1(τ) J_ __ (司 K7(S) J_ K6(X) .L~1玉、 dsく l 一一τ一一 dsニー -，，-
S'" J S'" X'" 
z m 
f曲 K1(s) .L ___..~ A? C' K6(X) Oく 22• 42 • 6 ， ーっ dsく 22・42• 6' .0.>'0¥.;-.一
J S'" X'" 
g 
同様にして
(1 11(s) J_ ___..~ . A~ _ C r 16(Y) 16(x) i 0く 22・42• 6' . _ ~J0;;~ dsく 22・42・6{一一τ一一一一言一}




U (s)， S(a， x)は x→∞なるとき
U(x).-，O{KO(x)/x2}， S(a， x)---O{1o(x)/x2}とみなされるから (40)の右辺はt→∞のときO(I/tり
とみなされ，確に無限遠に於ての条件をみたすvの一般な解は C2を積分定数として
x> 0: q; = C2tK1(t) + 2U(t) tI1(t)十 2S(A，t)tK1(t)0 一一 (44)
すでに求まっている xくO~C対する v の式とを用い接合の条件に代入すれば， C1• C2が決定されるo
C1 = U (A) Aj {0/2) Ko(A)十 (2/113α)K1(A)}) ~ . . ・H ・....….... (45) 
C2 = {C1 - 2 U(A) A I1(A)}/，¥ K1(A) 
ととに C1はx=Oの ψの値lこ外ならない
C1 = q;(O) 0 
<;o(x)は末尾の表lともある通l乙x=Oの近くで最大に達し x→土∞に向って零になる関数であるD
その εlと対する orderをみるため <;0(0)を評価してみよう口明かに ε→Oなるとき A→∞D 故l己
ψ(O)---{KoO)/ A} / {(A/2)Ko(A) + (2/1'3α)K10) }-2/A2=3f/sinα。… (46)
次にzの第一近似Zl(X)を求めてみよう。今までに求まった Zo(x)，q;(x)を (22)の右辺に代入
すれば
ε(1十 ZO/2)(1 - <;0)2 = f(x， z，μ〉口 一(47)
x=Oの近くでは ZO/2は8の order，q;は伊の orderであるから〔但し s3三ε〉上の式の左辺を展
開して
e:(1 + ZO/2 -2 q;) = f(x， Z，μ〉 . (4め
とおきうるo との方程式の左辺は xの既知関数であり， この方程式をみたす z一 Zl(X)ー ーに対
幅広ぜきの越流係数 167 
しcritical cendi tionを適用せば，前と同様にして，
fz -(d/dx)作(1+ ZO"2 - 2 r.p) = 0 
ft: = 0 0 
、




fz ~ fz~ Hl ， fz ~ fll~ Al + (1/2) fz~z H12 
更に ZO"2K比し vを無視して
j二~ Ht， - 2 ; zo"zo" 0 fll~ A1十 (1/2)11l~1I H12 = 0 
従って
Hl = 2 e z"(O) Z'/(O) ， A1 = -fz~z H12/2fzi 0 ………… (50) 
故KH1--O(sy育)， A1""O(伊)であるO εについては (47)を変形し
E一←一一五F
一〔日1十(恒zo"べ(H1)刀}2勺J{1一v以(H1)η)2一〔日1+{zo"(仰0)刀}2勺J{但1一ψ(仰0)刀}2o
これが指定された μに対して εの改良された値を与えるものであるo 乙の εに対するFの値を F1
としおく o
H をせきによるせき上げ高，qを単位幅当りの流量， rを越流係数として
q = r下乍gH3/2 …...・H ・.… (52) 
で越流係数を定義すれば(14)からFとTとの聞には
r = {sin α-μ} 3/2 (F /ν12 ) …..・ H ・..・ H ・.… (53)







- 央浪IJ 1~ 
0.40 









(V.2/2)十 gη柑+(p悼/ρ)= -gm 
しかるに九=一ccosh x sin <0故に
P聞/ρg= c cosh x sin αー (V"，2 /2 g) -m 0 ・H ・.…・H ・H ・.… (54)
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一方壁面に沿う流速 V脚は (17)より
V_ = ~ 2q_~+σ~X)_~2/~ 
聞-lc-~"z伝子一f〆/ {COS h2 X + 3 sin h2 x} ー (55)





(表 1 ) 
μF02 即 cp(仰0町 λI y 
0.40 I 4.5酌
0 品 3.16恥 10-2 1. 3担46臼3><1町0-1 I 3.1084似山×刈10一す2 '1 6.0ω37引|O 品6ω 9 
0.50 2. 1183 >< 10一'2 1. 2745 ><10一 2.3538X 10-2 i 7.388 1 0.4504 
0.5臼5 1. 3幻32却0><10-2 1. 1目93担2×刈10-1 1. 4訂73坊6x1凶O一寸2 ! 9旦日.3111 0.4叫471 
0.60 7.7260><10寸1.0962 ><10-1 I 1. 004 X 10-2 
0.65 3.9660刈 0-3 9. 788刈 0-2 ; 5.523 X 10-3 
0.70 1. 7378 ><刈川〈什泊1叩0一寸3 I 8.37η2 川 2.258 )( 
〔作誕 600つ〉
(表 3) 
x I S(5，x) 
5 I 0 
6 1. 2972 
7 3.2609 
8 1 7.7912 
10 ， 3.5694 x 10 
12 I 1. 6285 X 102 
13 1 3.5437)( 102 
14 I 7.9015 >( 102 
16 3.9575 >( 103 
17.4 I 1.3118)(104 
18.4 I 3.0703x104 
20 I 1. 0943>< 105 


























5 1. 1121 >< 10-4 
6 : 2.7255 >< 10戸5
7 1 7.1475)( 10-6 
8 1. 8622 >< 10-6 
9 5.0口i'10x10-7 
10 1 1. 3293 >< 10戸7
11 I 4.4018 xl0戸由
13 13. 6927x 10-9 
14 I 3.8750xlO戸11
17.4 1 2. 7031 X 10-13 
18.4 I 8‘6569>( 10戸14
(表4)μ=0.451， IX=π/3 
X ip(x) Pttt/pg I V2w/2g 
+ 0.7295 3.465)( 10-3 - 0.55 1 13.66 
+ 0.7053 ; 3.919 X 10-3 - 0.60 I 13.39 
+ 0.5111 1. 196)< 10-2 - 0.95 I 11. 61 
+ 0.3365 1 '972 x 10-2 - 0.80 I 0.09 
十0.0国7 2.6働く10-2 - 0.50 8.80 
o 3.100>( 10-2 + 0.73 I 7.57 
-0.0187 i 2.914 >( 10-2 + 1. 02 1 7.28 
-0.3365 I 1. 018 X 10-2 + 5.87 3.42 
← 0.5111 5.71'6 x 10-3 + 8.23 1 2.38 
-0.7053 i 3.007 X 10-3 十10.80 1. 99 
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